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Abstract. We show by the example of the gênerai linear group, how one can get 
from [2] précise information on the formai degree of a square integrable représentation 
of a p-adic group. 



RÉSUMÉ: Nous montrons à l'exemple du groupe linéaire général, comment on peut 
déduire de [2] des informations précises sur le degré formel d'une représentation de 
carré intégrable d'un groupe p-adique. 



Soit F un corps local non archimédien de valeur absolue normalisée |.| = \.\f et 
m > un entier. Fixons une représentation cuspidale unitaire a de GLm{F) et un 
entier d > 1. Posons n = md, G = GLn{F). Notons M l'unique sous-groupe de Levi 
standard de G qui est isomorphe à GL^(F) x ■ • • x GL^(F), det^, le déterminant de 
GL^(F) et TTd l'unique série discrète de GL^(F) qui est un sous-quotient de l'induite 
parabolique (normalisée) de a\ detm l^'^"^)/^ ® ■ ■ ■ ® cr| det^ |(-<^+i)/2 •= Qn va 
appliquer les résultats de [2] pour calculer le degré formel de tt^ en fonction de celui 
de a. On retrouvera à cette occasion le résultat de A. -M. Aubert et R. Plymen [1] 
dont la preuve utilisait la théorie des types de Bushnell-Kutzko. 

1. Les mesures 

Notons ai, ... , a^-i les racines simples de G qui ne sont pas des racines de M 
et identifions-les à des racines du tore déployé maximal de M. Lorsque / est un 
entier, 1 < l < d, Mi désignera le sous-groupe de Levi standard contenant M, 
obtenu en adjoignant à M les racines ai, ... , ad-i- Il est isomorphe à GL^(F) x 
■■■ X GL^(F) X GL(d-i+i)m{F). En particulier Mi = G et Ma = M. Nous 
noterons (mi, . . . , nii) un élément général de Mi (oii mi, . . . , m;_i G GLm{F) et 
mi G GL(^d-i+i)m{F)). Le symbole désignera l'intersection des noyaux des 
caractères non ramifiés de M;. Le générateur > 1 de l'image de |.| sera noté q. 
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Notons 3C"'(M/) le groupe des caractères non ramifiés de M/ et Xo"(Mi) le 
sous-groupe formé des caractères unitaires. Identifions le groupe 3t^{Mi) à {S^Y 
au moyen de l'isomorphisme qui envoie un élément (g'^S ■ ■ ■ , ç'*') de (<S'^)^ sur le 
caractère non ramifié | det^, \p • • • | det^ \ det(d-;)TO \f de M/. 

Le tore déployé maximal dans le centre de M/ sera noté • Il est isomorphe 
à {F^y. Le groupe Xq^{Tmi) est isomorphe à (<S'^)' au moyen de l'isomorphisme 
qui envoie un élément (q^^, ■ ■ • , ç*') de {S^Y sur le caractère non ramifié de [F^Y 
donné par | deti |jp • • • | deti |^. 

Suivant [2] on munit le groupe 3£™(Tmj) de l'unique mesure de Haar de mesure 
totale égale à 1. La mesure sur Xq^{M) est l'unique mesure de Haar telle que la 
restriction 3Cq'^(M) — > 36™ (Tm) préserve localement les mesures. En identifiant 
les deux groupes avec le tore {S^Yj cette restriction correspond à l'application de 
(5"^)^ dans (5*^)' qui envoie (^i, . . . , zi) sur (2™, . . . , zf^-^, Zi'^~''~^^^^). Il en résulte 
que dCQ^{M) a la mesure {d — l + l)m'. 

Notons Oi l'orbite inertielle dep:=cr(8)cr(8)---(8)cr par X^^{Mi), Oi^ l'orbite 
unitaire de p par Xq^{Mi) et t l'ordre du stabilisateur de a dans X™(M). La 
mesure sur Oi^o est l'unique mesure de Haar telle que l'application Xq^{Mi) Oi^o 
qui envoie un caractère unitaire non ramifié x sur (la classe d'équivalence de) u ® x 
préserve localement les mesures. Comme les fibres de cette application ont tous 
même cardinalité t^, la mesure de Oi^o est {d — l + l){m/tY- 

Tout sous-groupe fermé H de G sera muni de l'unique mesure de Haar telle que 
son intersection avec K — GL„(Oi?) a la mesure 1, Op désignant l'anneau des 
entiers de F. 

2. La racine âi^i 

Considérons ai-i comme racine de Tm, • Fixons un générateur ù de l'idéal max- 
imal de F. Un générateur hi-i du Z-module Ml_^ fl Mi/Mf est donné par la 
classe modulo d'une matrice diagonale diag(a;i, . . . , x^) avec = cD, 

Xjn{i-i)+i = et Xi = 1 sinon. Notons Rat(M/) le groupe des caractères 

algébriques de Mi définis sur F. 

L'élément de JiaX{Mi) qui correspond à {d — l + l)mai-i envoie (mi, . . . , m/) sur 
det,„(mi_i)'^~^+^ det(d-i+i)m("^i)~"'^- L'élément Cil_^ := {d — l + 1/d — l + 2)mai-i 
vérifie donc {ai_^,HM (hi-i)) = 1. La puissance h\_-^ de hi-i est minimale telle 
que X e X'^'^iMi) vérifie x(M-i) = 1' si et seulement si x e 3Ê'"'(M/_i) Stab(p). 
On trouve donc âi-i = {d — l + l/d — l + 2){m/t)ai-i dans les notations de [2]. 
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Notons Oi la coracine associée à ai. Un calcul élémentaire donne t (o:^^, ziai + 
Z2â.2 H h Zd-iâd-i) = ZI - ^^^^zi+i (où Zd := 0). Par suite, avec ri = t^=|±i, 

on trouve pd = p® Xri5i+r252+-+rd-i5d-i • 

3. La fonction p 

Notons a = n{a x cr^) le conducteur d'Artin de paires (cf. [3], p. 291) et la 
fonction p de Harish-Chandra définie sur O := Oa relative à Mi comme produit 
des opérateurs d'entrelacement (cf. [2] 1.5), p := p'^ . Posons a\^^ = Rat(Mi) ®zIK- 
On a une surjection canonique ^ 3Ê'^^'^(Mi), A ^ x\- Le résultat suivant est 
une conséquence immédiate de la formule de produit pour p^'- , utilisant la formule 
explicite pour p dans le cas d'un sous-groupe de Levi maximal (cf. [1], thm. 3.3). 

3.1 Proposition: Posons a( j = + ■ ■ ■ + aj pour i < j . La fonction A h- >■ 
p{p ® Xa) est régulière et non nulle en dehors de la réunion des hyperplans affines 
de a\j de la forme {c^ij, A) = 0, ±1 avec l<i<j<d — 1. 

La fonction (//^'-V//^')(Po ® X«5i_i+n5,+--+r<j_i5d_i) vaut 

(1 - q^^-^){l - q*^+^) 



Jd-l+l)a_ 



4. La donnée de résidu Res^ 

Posons Al = pd X'^^'iMi), notons r{Ai) "l'origine" de Ai (cf. [2] 1.4), Ai^o le sous- 
espace de Al, formé des points de partie réelle r{Ai), et Sa^ l'ensemble formé des 
hyperplans affines {p C?> Xxli'^ï ^ ^) = l}? ^ = — 1, de O := Od- Désignons 

par TZ{Sa-l) l'espace des fonctions rationnelles sur Od, régulières en dehors des 
hyperplans affines dans Sa^- Remarquons que la partie réelle 3î(p ® Xa) '■— 9î(A) 
est bien définie. Le symbole /gj^-^,-)^^ (iyi^9(p') désignera la mesure sur XR^Oj 
déduite de celle sur Oq = Ad fi. De façon analogue pour f^^ ^ dAi^{p')- L'ordre sur 
a%j induit par P sera noté >p. 

4.1 Proposition: Soiti/j danslZ^SA^) invariante par X^^^ {G) . Pourx ^ 3C'^"(G) 
et zi,..., Zd-i G C, posons f{zi, • • • , Zd-i) = i^{p ® XXziài+-+za-iàa-i)- On a 

[ i;{p')dAMp') = E / i^)ip')dAMp'), 

avec ResAi V'(p ® XX«i5i+-+2,_i5,_i) égal à 

(^^)'-'^3Tq:Y Res,,=,, (• • • (Res,,_,=,,_, f).){z^, ZI.,). 
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Preuve: Écrivons R = Riai + R2OL2 + • • • + Rd-iO-d-i- Par la suite exacte dans 
[2] 1.2 et notre choix des mesures, on a 



\ogq_ 
27r 



27r 27r 

lo£ Q j ni j / log « /" log 9 
=(^) (j) l ■■■l f{Ri + ih,...,Rd-i + itd-i)dtd-i...dh. 

Si on fixe ^1, . . . , ^^-i avec 3^(2;^) = Ri, la fonction zi ifjiziai + ■ ■ ■ + zi-iai-i + 
ziSi -\-ri-s^iZi-s^i H — -rd-iZd-i) n'a, compte tenue de la proposition 3.1 et du calcul 
dans 2., au plus un pôle en zi — ri. Par les arguments dans [2] 3.6, l'intégrale vaut 

Res^i^n (• • • (Res2^_i=r^_, f).){iti, iti-i)dti-i ...dti 



1 ^ 

logQ 



2tt 



C log q r log q 

Jo Jo 

d „ 

J2 / {ResA,^P){p')dAMp')- 



4.2 Corollaire: Avec f{zi,--- ,Zd-i) ^ IJ'{p ® Xziài+-+zd-iàd-i)> on a 
{Res^^p) = (^^)^-i^Res,,=,,(...(Res,,_,=,,_,/).). 

Preuve: Par [2] 3.9, la donnée de résidu Res^^ est déterminé par sa restriction 
à Saj^i donc égale à l'expression donnée dans la proposition 4.1. 

5. Le degré formel 

5.1 Théorème: Le degré formel de l'unique sous-quotient irréductible tt^ de la 
représentation induite parabolique (normalisée) de la représentation a\ det^ |(<^-i)/2 
® ■ ■ ■ ® (t| det^ dQ M est lié à celui de a par la formule 

|GL„fF„)| 2 m'^~^ d(d-i) td(d-i) fo* — 1)*^ , , , 
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Preuve: Par la remarque dans le paragraphe 8.6 de [2], on a 

deg(7rd) = i{G/M) deg(prf)| Stab(^i)|-i(Res:^^ ^i){pd). 

Comme pd est régulier, Stab(Ai) = {1}. Il est immédiate par définition du degré 
formel que celui d'un produit tensoriel de représentations est égal au produit des 
degrés formels. La constante ^{G/M) est égal à I I^L» (F j |^ ^mn-ri^ ^ comme on le 

déduit directement de la formule pour ^{G/M) dans [4] en haut de la page 241, en 
posant H = In + â;GL„(OF)- H reste à calculer le résidu, utilisant 3.1. 

(Res^^ //)(pd) 



t ' d 



1 _ ç-t — -t-n-i) i_q-t^ — t+z 



^ 11 (n-t(d-l+2) _U ^^^^ = 



mlogg q'-l 1 qt(d-l+i) _ i 

t ' d^ ^« ç-d*-l4ogQ^ 11 ç-t(d-/+i) _ 1 



t ^ d-l 



1=2 



9' 



1" ^ — n"' 2 ±± '— 2 

t' d^ qid-l ^ 

L'auteur remercie l'Université Purdue ainsi que F. Shahidi pour leur hospitalité. 

REFERENCES 

1. A. -M. Aubert, R. Plymen, Plancherel measure for GL(n); Explicit Formulas and Bernstein 
Décomposition, preprint, (2003). 

2. V. Heiermann, Décomposition spectrale d'un groupe réductif p-adique, à paraître dans Journal 
de l'Institut de Mathématiques de Jussieu. 

3. F. Shahidi, Langlands' conjecture on Plancherel measures for p-adic groups, Progr. Math. 
101 (1991), Birkhâuser, Boston, MA, 277-295. 

4. J.-L. Waldspurger, La formule de Plancherel pour les groupes p-adiques (d'après Harish- 
Chandra), Journal de l'Institut de Mathématiques de Jussieu, 2 (2003), 235-333. 

Institut fur Mathematik, Humboldt-Universitât zu Berlin, Unter den Linden 6, 
10099 Berlin, Allemagne 

E-mail address: heiermemSmathematik.hu-berlin.de 



